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1 Effiziente Multiplikation

1.1 Romische Tabelle

Es gilt
(a+b)? = a* + 2ab + b?

sodass aus der Formel
(a+0)*—a® —b?
2

folgt, dass eine Tabelle, welche nur Quadratzahlen enthélt, ausreicht um jedes beliebige Produkt
zu berechnen. Im Folgenden wird ein weiteres Verfahren zur Optimierung von Multiplikation
vorgestellt.

ab =

1.2 Hilfsschaltkreise
1.2.1 Vektor-A

Seien z € B und v € B™. Definiere x Av = (2 A v,—1) ... (x A vy), sodass

a fallsz=1

mit Kosten von O(n).

1.2.2 Potenz

Sei x € B. Definiere 2" = x - - -z (n-Mal) mit O(1).

1.2.3 High-Low-Split

Sei a = a,_1 -+ ap. Dann gilt (a) = {a, 1 ---az) 2% + (ax_1 - - - ap) mit O(1).

1.3 Algorithmus von Karazuba
1.3.1 Notation

Manchmal schreiben wir einfach = an Stelle von (x).

1.3.2 Idee
Seien z,y € B* und n = 2k. Es existieren a,b,c,d € B* mit z = a2* + b und y = 2" + d.
Definiere

u=ac v=bd
w=(a+b)(c+d) —u—v=ad+bc



sodass
ry = (a2* +0)(c2" + d) = ac2®* + (ad + bc)2F + bd = u2" + w2* +v (%)

mit nur 3 statt 4 Multiplikationen berechnet werden kann.

1.3.3 Kosten
Wir fiithren die folgenden Schaltkreiskosten ein

Operation Zeichen
Multiplikation M (n)
Addition  A(n)
Subtraktion S(n)

und bezeichnen die Kosten fiir Ausdruck « mit C(x). Damit gilt

C(u) = C(v) = M(k)
C(w) =2A(k) + M(k+1) +2S(n)

Esist M(k+ 1), da a + b und ¢+ d hochstens k 4+ 1 Bit haben. Nach (%) benétigen wir fir die
Berechnung von zy aus u, v, w zusitzlich 2A(2n).

Wir versuchen nun, M (k + 1) zu M (k) zu vereinfachen. Es existieren ey, f, € B und e, f € B*
mit a + b = (exe) und ¢+ d = (fi.f). Somit gilt

(a+b)(c+d) = (ex2" +e)(fi2" + f) = frer2" + exf2" + efi2" +ef

Das Aufteilen von a+ b und ¢+ d ist kostenlos, frey ist ein einfaches ,und“, ey f ist ex A f (mit
Kosten k), efy ist e A f (mit Kosten k) und ef kostet M (k). Wir folgern

M(k+1) < M(k)+2k+1
Also gilt
C(w) =2A(k) + M(k+1)+2S(n) < 2A(k) + M (k) +2S(n) + 2k + 1
Mit dem Wissen, dass A(n) = S(n) = O(n) gilt, folgt

M(n) = C(zy)
= C(u) + C(v) + C(w) + 24(2n)
<3M(k)+2A(2n) +2A(k) +2S(n) + 2k +1
= 3M(k) + O(n)

Nehmen wir an, die Ungleichung ist eine Gleichung. Dann gilt nach dem Master-Theorem

M(n)=3M(k)+O(n) M(1)=0(1)
= M(n) = O(n'8?) =~ O(n*)



2 Master-Theorem

2.1 Aussage

Sei T : N — R gegeben mit a € N und

T(n):{b n=1

al(nf2) +bn sonst

Dann gilt
O(n) =1
T(n) =< O(nlogn) a=2
O(nlog a) >
2.2 Beweis
2.2.1 Geometrische Reihe
Sei ¢ € R beliebig.
n—1
s = ¢
1=0




2.2.2 Hauptteil

= O(n)

a=2: T(n) =2T(")2) + bn
log(n)—1 n
— glosnyp 2'b—
R
log(n)—1 4
= bn'%2 + bn Z 1
i=0
= bn'*8% + bnlog(n)
= O(nlogn)

S
v
w
o
=
I

aT("/2) + bn
= a(aT' (/1) + t/2) + bn
= a®T("/1) + bn - 22+ bn, - o/2°

’ log(n)—1
_ alOgnT(n/2logn) +bn Z (a/z)i
=0
log(n)—1 4
=d¥"T(1) +bn Y (2)
=0
log(n)—1 ‘
=0dE" +bn > (af)’
=0
a/,\logn __
— balogn —l—bn( /2) & 1
afy — 1
alogn
_ bnloga + bn 2logn —
s ]
= b loga logn
] (a n)

2
— bnloga + O(alogn)

3 Strasse Matrixmultiplikation

nach Aho-Hopfkraft Ulmann

Sei M, := R™" Wir wollen fiir A, B € M,, mit O(n'°®7) arithmetischen Operationen (+, —,-)
AB berechnen.



3.1 Prinzip

1. Die -5 Multiplikation von 2 x 2-Matritzen in beliebigen Ringen ist mit 7 Multiplikationen
und 18 Additionen und Subtrakionen realisierbar.’

2. Man wendet man diese Verfahren auf R* an. Nun gilt:

A Ap By Bis A1 By + A19Byy -
= =AxB
(A21 AQQ) ¥ (BQl BQQ) ( e .. ) *

A A By By Ay + By A+ By
= = A+ B
(A21 A22) * (321 322) (A21 + Bar Az + 322) -

Wir skizzieren nun den Beweis fiir die Multiplikation. Dazu betrachtet man jeden der 4 Qua-
dranten. Fiir den ersten Quadranten (i, j < n/2) ergibt sich

(AxB)i,j] = (u w) <;> = (A1 Bi1 + A2 Bo1) i, ]

wobel u der linke Teil und w der rechte Teil der i-ten Zeile von A und wobei v der obere Teil
und x der untere Teil der j-ten Spalte von B ist und ® das kanonische Skalarprodukt ist.

Wir wollen nun die Anzahl der arithmetischen Operationen auf R zur Multiplikation von 4 x 4
bestimmen. Diese lautet offensichtlich:

1 n=1
M(n) = {7M(n/2) L 18(n/2)° n>1

Mit einer leichten Anpassung des Master-Theorems, nimlich durch Ersetzung von n durch n?
im rekursiven Term, erhélt man

M(n) = O(n'°&7)

4 Sortieren

Wir wollen nun Reihungen (engl. arrays) nur durch Vergleichen und Umordnung sortieren.

Notation:

e ¢ ist die leere Reihung
e #A beschreibt die Lange der Reihung
e A(i) beschreibt das i-te Element der Reihung.

e A[l: n] beschreibt die Reihung A bzw. eine Auschnitt dieser, die von Stelle 1 bis n geht.
Sei nun

e < eine Ordnung auf den Elementen der Reihung A

'Der Algorithmus befindet sich auf der Website



e input: A[l : n]
e output: i < j — A'(i) < A'(j)

e Zudem sei S(n) die Anzahl der benotigten Vergleiche, um eine Reihung mit einem Ver-
fahren zu sortieren.

Naives Sortieren
SORT(A) := min A o SORT(A \ (min A))
SORT(g) :=¢

Da min fiir eine Reihung der Lénge n, n — 1 Vergleiche bendétigt folgt

S(n) 0 firn=0
n)=
n—1+S(n—1) sonst

sodass S(n) = O(n?)
4.1 Merge Sort

MERGE(A[2 : n], B[1 : m]) fir A[l] < B[1]

MERGE(A]L : n], B[1 : m]) := min(A[1], B[1]) o {MERGE(A[l alB[2:m]) fiir A[1] > B[]

MERGE(A,¢) := A

MERGE(e, B) :== B
SORT(¢) :=
SORT(A[L : 1]) := [ 1]
SORT(A[L : k]) := MERGE(SORT(A[1 : k/2]), SORT(A[k/2 + 1 : k]))

Fiir die Anzahl der Vergleiche von MERGE M (z) fiir x = n + m gilt offensichtlich M (z) < z
Dementsprechend gilt:

S(h) = 0 fir k < 2
" 12S(k/2) + M(k/2+k/2)  sonst
< 0 fir £ < 2
25(k/2) +k sonst

Nun folgt offensichtlich aus dem Master-Theorem, dass S(k) = O(klogk).



4.2 Quicksort
4.2.1 Exkurs: MfI3

Definition

Wir nennen (5, p) einen abzdhlbaren Wahrscheinlichkeitsraum, wobei S die Menge der
moglichen Ergebnisse des Zufallsexperiments beschreibt (sample space) und p : S — R die
Verteilung beschreibt. Es gilt

> plr)=1

€S

Definition
A C S heifit Ereignis.
Definition

Der Erwartungswert FE einer Zufallsvariablen X ist wie folgt definiert:

E(X) =) X(i)-p(i)

ics
Beispiel
Einmaliges Werfen eines Wiirfels. Es sei
S=A{1,...,6}
, 1
p(i) = 6
A=1{1,3,5}
B ={2,4,6}

Es gilt also

p(A) =3 pl) = 5 = 3 ple) = p(B)

yeA yeDB

Der Erwartungswert F/(X) mit
X:S—=R X(y) =y

ist

Definition

Zwei Ereignisse A, B heilen unabhéngig, falls

p(ANB) =p(A)-p(B)



Im Beispiel von oben sind die Ereignisse A und B nicht unabhéngig, da

(AN B) = p(0) = 0
p(A) p(B) = =1

N —
N =

Es seien nun Wy = (S1,p1) und Wy = (Ss, p2) Zufallsexperimente, die unabhéngig voneinander
durchgefiihrt werden. Dann ist

Wi x Wy = (51 X 52,(1)
mit q(a,b) = pi(a) - p2(b).
Lemma

W1 x Wy ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Beweis
Es gilt
Y. @) =) > mla) pa(b) =1
(a,b)ES1 XS acS1 beS>
Lemma

Es seinen A C S; und B C S,. Wir wollen zeigen, dass A ¢ S; x Sy und B ¢ S X Sy in Wy x Wy
,,unabhéngig” sind. (Dieses Lemma ist eigentlich eine Definition.)

Wir definieren e; und eq, sodass e1(A) und es(B) in Wi x Wy unabhéngig sind (,,Einbettung”).
61(14) = A X SQ €2<B> = Sl X B

Beweis

q(er(A) Nea(B)) = q((A x Sz) N (51 x B))
= q(A x B)

> qlab)

(a,b)eAxB

= ZZPl(a) - p2(b)

acA beB

= Zpl(a) Z p2(b) (mit dem nichsten Lemma)

a€A beB

= q(ex(A)) - q(e2(B))

Lemma

Es gilt g(e1(A)) = pi(A) und g(ez(B)) = pa(B).

Es sei W = (5,p) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay,..., A, C S Ereignisse. Ay,..., A,
heiflen gegenseitig unabhingig, falls

VKg{l,...,n}:p(ﬂAi) =1 »(4)

ieK icK

10



Konstruiere W; = (.S;, p;), dann ist
Wi x...xW,= (5 x...x5,,4q)

mit g(ay,...,a,) = Hp(Az)

Lemma

Es sei Wy x ... x W, ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir konnen A; C S ,einbetten®:
ez(Az) :Sl X oo, XSi—l XAZ‘ XSi+1 X ... XSn

Lemma

Essei A; € S; mit i = 1,...,n. Dann sind ¢;(A;) gegenseitig unabhéngig.

4.2.2 Algorithmus und Komplexitét

Es sei

T(n) = E(#Vergleiche von QSORT(A) mit |A| = n)
W,, = Wahrscheinlichkeitsraum fiir QSORT(A) mit |A| =n

QSORT(A[1 : n))
y = RANDOM(n)
Splitter: Aly] (Pivot)
A< = (Ali] : Ali] < Aly))
Az = (Afi] : Ali] = Aly))
As = (Ali] - Ali] > Aly])
Output: QSORT(A~) o A_ o QSORT(A-)
wobei A, A_ und A. je n — 1 < n Vergleiche benétigen.

Lemma

Es ist

T(n)< n_ +- Z i)+ T(n—1i))

Sphtter

4.2.3 Exkurs: MfI3 -Teil 2

Definition

Es seien X : S; — R und Xj : S — R Zufallsvariablen fiir W) beziehungsweise Ws. Und seien
: 8 % Sy — R sowie Xy : S x Sy — R ebenfalls Zufallsvariablen. Es gilt

Xl(a, b) = Xl(a)

11



Lemma

Beweis
E + D (Expandiere Definition und Distributivgesetz)

Lemma

E(X,+ X, +¢)=c+ E(X)) + E(Xs)

Definition

Sei W = (S, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir A, B C W nennt man

p(AN B)
p(B)

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

p(A|B) =

Beispiel
Werfen eines Wiirfel mit den Ereignissen B = {2,4,6}, A = {1} und C = {2}.

0
p(A[B) =1 =0
2
i
p(C|B) = ¢ = 3
3

4.2.4 2-Phasen-Experiment

Definition

Experiment 1: Sei W = (S, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum und i € W. i — w;(.S;, p;)
Das Experiment w; wird ausgefiihrt, falls das Ergebnis des ersten Experiments = i. Vorausge-
setzt S;NS; =0 und i # j.

Q=w— {w}

Q= (U{Z} X Si,q)

icS
q(i € {i},a € S;) = p(i) - pi(a)

X U{z} x S; = R, (i,a) — X;(a)

i€S

12



wobei X; : S; — R.

Lemma

Q ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Beweis

E+D

Lemma

Zusammenhang mit bedingter Wahrscheinlichkeit

q({i} x A C Sil{i} x S;) = pi(A)

Lemma

E(X) =) »(i) E(X)

€S

4.2.5 Algorithmus und Komplexitit 2

QSORT(e) = ¢
QSsORT(A[1]) = A[1]
Con ) A[L: 2Jfiir A1) < A[2]
QSORT(A[l : 2]) = {A[Q] o All]

QSORT(A)|A| >3
y = RANDOM(n)
splitter = Aly] (Pivotelement)
A< = (AIHJAIK] < Aly)
A= = (A[K]|A[K] = Aly])
A, = (AIK)|AK] > Aly))
Output: QSORT(A~) o A_ o QSORT(A-)

4.2.6 (@, Raum fiir QSORT(A) mit |A| =n

Sei @), = w — {w;}. Man nehme an Al[i] sei paarweise verschieden.

1. Experiment:

w = ([1:n],p)
i =|A<| + 1(Rang vom Splitter in A)

13



Folgeexperimente:

1 Ww;

1 Qn—l

2 anQ
3<i<n—2] Qi1 X Quy
n-1 Qn_g

n Qn—l

T(n) = E(#Vergleiche fiir |A| =n)
T(n) E(X) X : ) Si — N#Vergleich
(n) E(X) L;J{z} X #Vergleiche

Ereignisraum

mit Lemma 5 und 8 folgt

T(n):n—l—i-%~T(n—1)+%-T(n—2)+%ni(T(i—1)+T(n—i)
T(n) §n+%iT(z)

Satz
T(n) = O(nlogn)

14



Beweis

Induktionsbehauptung
T(n) <2n-in(n)
In(2) = 0.69 < 0.7(notig fiir Abschitzungen)

Induktionsanfang
n=2:T2)=1
2-2ln(2) <4-0.7=28

Induktionsschritt
n>3 n—1—>n

2
T(n) < — T
DRI
n—1
<n+-—>» i-ln(7) (IV)
n
i=2
4 n
< n+—/ x - In(x)dz
n.Jz
x? 2
=n+ - \[Eln(x) — Z]Q,
22 In(n)— 22 —(4in(2)-1)
< eln(n)-1
n2 2
T(n)<n+ —(?ln(n) — —) = 2nln(n)
n

15



4.3 Alternativ-Beweis zu Quicksort

Definiere
So = {*}
n—1
Sp = U {Z}
i=0

Wir fithren Induktion mit der Hypothese

X Si X Sp_i—1

VneN:T(n) < 0 n=0
2nlogn n #0
Induktionsbasis
7(0) = E [Xo]
= Xo(*)po(*)
Induktionsschritt

- Z Xn(Z,ZE,y>pn(Z,$,

= Y (n- 14 Xila) + X ()

Betrachte die Teilterme in der groflen Klammer.

Z ”%pi(@pn—iq(y) =n

(1,2,y)ESn (i

Y)

1

Z %pi(‘r)pn—i—l(y) =n

»T,Y)ESn,

> nleaialy) =

(i,2,y)€Sn

-~

=1

Z pn(i,x,y) =1

(i,2,y)€Sn

Epz‘@)Pn—i—l(y)

16



Y Xuialy)

(i,m,y)ESn

Epi (I)pn—i—l (y)

Z Pr—i—1(y)

YESn—i—1
o \\

-~ -~

=E[X;] =1

YY Y W

( )pn—i—l(y)
1=0 z€S; yeSn—i—1

lz Z anl pnzl sz

=0 yeSy_i—1 z€S;
~ ~~ s N——
=E[Xn_i—1] =1

2
— _]_ — Q'L 10 Z = = 0 nach Induktion
n +7”LZ: g // T(0) = T(1) = 0 nach Induk
2 n
§n—1—|——/ 2xlogx dx
nJ2

=n—1+

% [x2(210g(:c) — 1)};

1
=n—1+ 5[n2(210g(n) —1) — 2%(2log(2) — 1”
4
4
:n—1+2n10g(n)—n—ﬁ
< 2nlog(n) [

17



4.3.1 Anmerkung

Sind nlog(n) Vergleiche zum Sortieren notwendig?

Antwort:

Im Allgemeinen gilt fiir A[l:n]: A[i] # A[j] firi # 5
Input: 7(SORT(A)), 7 € {Bijektionen {1...#A} — {1...#A}} = S4ua
Output: 7 *(in) = 7~ (7(SORT(A))) = SORT(A)

#Blatter > #{7?71 | = Suat
=#{m |7 € Syat

=nl

= n(n—1)(n— 2)...(%)(% 1)1

(. J/

(
)

n n
T > Zlog(—
=125 og(z)

4

7

)7

%
NS 3

=27 > (

N3

4.4 Zusammenfassung der Komplexititen

1) int mul: naiv in n? = n»* mit Karatsuba

2) Matrix mul: naiv in n® = n*8! mit Strasser-Mult.
3) sort in n? = nlogn

4) quicksort mit W-Raum: Erwartungswert: nlogn
5) Fiir sort gilt allgemein: > nlogn

5 Median mit O(n) Vergleichen (nach Blum, Tarjan, u.a.)

5.1 Einfithrung

Betrachte Liste A[l:n] mit x € A
Definition

Der Rang eines Elementes x einer Liste A ist definiert als

rang(x, A) = # {i|A[i] < z} +1
—_————

Ac

Definition

Sei i € [1:n]. Select von i und A bedeutet:

18



select(i, A) = x < rang(x, A) =i

wobel € A.
Definition

Der Median einer Liste A der Lénge n med(A) ist definiert als:

sort(A)[|5] +1]

Lemma

med(A) = select(LnT_lJ +1,A)

5.2 Rekursiver select-Algorithmus

Folgender Algorithmus berechnet select(i,A) rekursiv:

1. n < 60: erst sortieren, dann entsprechendes Element wéahlen

2. Bilde r = [ %] Ser Gruppen aus Elementen der Liste. Hierbei kénnen bis zu 4 Elemente
iibrig bleiben.

3. Sortiere die 5er Gruppen (und die Restgruppe) durch Insertion Sort und bestimme ihren
Median.

4. Rekursion: Bestimme m = Median der Mediane der 5er Gruppen
5. split A durch m: Liste wird zu A- om o A

6. Fir |[A.| =7 —1: out: m
Fiir |[A<| > i — 1: out: select(i, Ac)
Fiir |[A<| < i — 1: out: select(y, As), wobeiy =i —|A-| —1

Lemma
Sei g € {1,...,n} mit A. omo A [q] =m.

14 3n 3n
Danngﬂt.q—lzﬁ—?)undn—qzﬁ—?)
Desweiteren gilt: maz{|A-|,|As|} > [22] 42
Beweis
Es gilt:
g—1=|A| > #U = 5] - 3+2

19



n—gq=|As|>#V =51 -3+2

Damit gilt fiir die zweite Aussage:
maz{|A<], |45} > o= (3 = 3) = 11 2 [§5] +2

Mit obigem Lemma gilt folgendes:
Fiir t(n)=maximale Vergleiche fiir select (i,A) mit dem beschriebenen Algorithmus, wobei n =
|A| existieren Konstanten d und e, sodass:

t(n) < {t(ng)th((%} +2)+d-n firn>60

e-n sonst
Bemerkung

Die Formel fiir t(n) resultiert aus folgenden Beobachtungen:

1. Fiir n < 60 gilt mit merge sort, es existiert ein a, sodass
t(n) <a-(logn)-n <a-(log60) -n
——

2. t(|%]) ist die Zahl an Vergleichen in der Rekursion in Schritt 3.
3. t([T] +2) ist die Zahl an Vergleichen in der Rekursion in Schritt 5.

4. d - n sind die notigen Vergleiche fiir die Sortierungen der 5er-Gruppen.

Lemma
Es gilt: 3c € N: t(n) < c¢-n Beweis

Beweis durch Induktion iiber n € N:
IA: Fiir n < 60 folgt dies sofort aus der Definition.
IS: Es gilt folgende Abschétzung:

7
t(n)chgJ—l—c( 1—g+21+2)+dn
7
gcg+c£+3c+dn

9
< —
_n010+3c+dn
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Mit ¢ > 20d & d < % und n > 60 gilt dann:

3c+dn < 3c+ —n

20
n
— (3 4+ —
3+ 55)
mn '
3. — 4 —
<5t
mn
= C—
10
und damit
t(n) J + "
n _nclo 010— n

Somit ist die Laufzeit des Median-Algorithmus in O(n).

Datenstrukturen

Im folgenden werden wir programmiersprachliche Konzepte benotigen:

1. records

2. pointer

3. Zuweisungen v = e, wobei e beliebige arithmetische Ausdriicke sein kénnen
4. if-Statements

5. for- und while-Schleifen

6. Funktionsaufrufe

Die Laufzeit entspricht nun also der Zeit des compilierten Programms auf einer idealisierten
MIPS-Maschine.

5.3 Rekursive Datentypen

Rekursive Datentypen sind nicht durch eine normale Rekursion definiert.

1. normal:

R(i)=F(R(i—1)..)=F(R(i—1),R(i—2),...,R(7))

2. was man nicht haben mochte:

F(.,R(i+1),..)
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5.4 Variablendeklaration
1. ¢t x:

(a) t: Typ
(b) x: Name der deklarierten Variable

2. te E:
E = {int, float, char,bool, ...} ,,elementare Datentypen”
3. FUT:
T ist eine Menge von Typen durch Folge tdy, ..., td;, ..., tdy von Typendefinitionen dekla-
riert
typedef d t

Typ-Deskription (arrays, structs, pointer) Name des deklarierten typs

o arrays: t'(n) t wobei t' € T;_4
e structs: {t1ng, ..., tsns} tieTiyund 1 <j<s
e pointer t'x ¢

1. pointer dereferenzieren: z* liefert in Ausdriicken die Variable, die auf den Pointer
zeigt

2. in C: malloc
3. in PASCAL:

T = new t'x

dabei wird eine namenlose Variable vom Typ ¢’ erzeugt und x weist pointer auf ¢’
zu.

4. Bei typedef t' x t muss ¢’ € T erlaubt werden.

5.5 Syntaktischer Zucker
1. struct LEL (Listenelemente):

{..,cont, LEL x next} LEL

2. struct TEL (Treeelemente):
TEL *x u

{..,cont,u lson,u rson,u parent}
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3. Frage: Warum geht das insbesondere beim Compilieren gut?
= Compiler plant Platz fiir Variablen

t +— size(t)
64-Bit-Maschine
t'(n) t
{tiny, ..., tsns} t

#bytes fiir Variable vom Typ ¢
te F:size(t)=8  t'xt

size(t) = n - size(t') unabhiingig von Deklaration von ¢/

size(t) = Z size(ty)

size(t) = 8

6 Heap-Sort

6.1 Heap

Ein Heap ist ein fast vollstdndiger bindrer Baum, bei dem alle Level bis auf das unterste kom-
plett aufgefiillt sind. Dabei stellt jeder Knoten ein Element in einem array dar. Wir nummerieren

von oben nach unten und von links nach rechts.

6.2 Implementierung von Heap-Sort

1. struct TEL (Treeelemente) mit den Komponenten: cont, lson, rson, parent

2. Sei A ein array der Lénge n: A[l : n]

e n = # Knoten im Heap, wobei gilt: 27! < n < N = 2* als kleinste 2-er Potenz.

e heapsize n = 2%
Wir haben 3 Funktionen:
(a) lson(i) = 2i
(b) rson(i) =2i+1
(c) parent(i) = 3]
e heap property:

Es gilt:

(a) A(i) > A(lson(i))
(b) A(i) > A(rson(i))
(c) A(i) < A(parent(i))

3. Unsere Implementierung besteht aus 3 Teilen:
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(a) heapify (um heap property zu verbessern):

e Input: Heap A, und Index 4, sodass die heap property erfiillt ist fiir alle Knoten
in den Subheaps mit den Wurzeln Left[i| = lson(:) und Right[i] = rson(7).

e Output: Am Ende ist die heap property fiir i erfiillt.

1| = Left]i]

> r:= Right[i]

3 h:i=i

4 if | < heapsize and A[l] > A[i] then
5 h =1

6 if r < heapsize and A[r] > A[h] then
7 h=r

s if h # i then

9 swap(A[i], A[h])

[un
[=}

Heapify(A,h)

e Laufzeit: O(Hohe(7))

(b) Makeheap (heap property global herstellen):
i. Input: A[l : n]
ii. Output: A erfiillt die heap property

1 heapsize :=n
2 fori=|5],..,1do
s Heapify(A, i)

iii. Invariante: heap property(j) fiir alle j > i
iv. Laufzeitanalyse:

v. Laufzeit:
n n n
t < - 14+ =24 ="
(n)_(’)(2 —|—4 +8 3+..)
1 2 3 4
<n-O=+-—+-+—+..
<n (2+4+8+16+)
)
< =
<25
=1
i0—1 [e'e)
7 2.
< . _7,
<25+ 2(3)
i=1 =0
= 0(i)
4. . 7 2
Zg(g)lﬁgg(g)l VZ>ZO

(c¢) Heap sort:
i. Input: A[l : n]
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ii. Output: A ist sortiert

iii. Invariante: A[i : n] ist sortiert und enthélt die n — i + 1 groBten Elemente

heapsize := n

Makeheap(A)

fori:=n, n—1,..., 2 do
Swap(A[1], Ali)
heapsize := heapsize — 1
Heapify(A, 1)

[} w [ w [N =

iv. Laufzeit: O(n - log(n))

7 Binary Search Trees (BST)

|
A

zy

u = p(x) - "Parent von x”

z = 1(x) - " Left-Son von x”
y = r(x) - "Right-Son von x”

Definition

TEL = Tree-Element

Implementierung:

Realisierung durch Structs:

struct {int key, TEL z,l, 7, p},

wobei TEL x ein Pointer auf ein Tree-Element darstellt

Variablen vom Typ TEL leben auf dem Laufzeitheap und haben keine Namen.
Implementierung: Pointervariable TEL* x, bezeichnet einen Pointer auf den Knoten x

Definition

Wir definieren einige sinnvolle Préadikate:
(i) T(x) = Baum mit Wurzel x
(ii) isr(x) = x isRightSon = (r(p(x)) = x)

(iii) isl(x) = x isLeftSon



(ix) R(x) = T(x(x)) analog

(x) x € T = x ist Knoten in Baum T

7.1 Binary Search Trees-BST

Definition

Seien x,y € T

(i) Wenn x # y — key (x) # key(y)
(i) y € L(x) = key (y) < key (x)

(iii) y € R(x) — key (x) < key (y)

Ein Baum ist genau dann ein BST wenn alle drei Eigenschaften erfiillt sind.

Bemerkung

BST(T) =V x € T: BST(x)
(wobei x ein Knoten in T, also muss jeder einzelne Knoten die BST Eigenschaften erfiillen)

7.1.1 Parent Chasing
Definition

L p(z) ==

2. p = p(p'(x)) (wobei p"~! die Wurzel ist, wenn der Baum die Hohe n hat)

Definition

Seien x,y Wurzeln zweier Unterbdume eines kleinsten BST mit Wurzel a(x,y), wobei x ¢ T(y)
und y ¢ T(x). Dann ist a(x,y) der tiefste gemeinsame Vorfahre von x und y.

Lemma 1

Sei y € T(x). Dann gilt key(y) < key(x) <= y € L(x)
Beweis

Folgt aus den BST Eigenschaften.
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Lemma 2

Seiy ¢ T(z) und z ¢ T(y) Dann gilt key(y) < key(z) <= y € L(a(z,y)) A z € R(a(z,y))

7.1.2 Operationen auf BST’s

1. Search
Search(x,k) liefert zu x € T und einem key k den entsprechenden Knoten
Input : x € T, k € Z : key

y € T mit key(y) = k falls der Knoten existiert
Output= i

sonst

if key(x) =korx= L

1
2 return x
s else {
4 if k < key(x)
5 return search(l(x),k)
6 else
7 return search(r(x),k)
8
}

Laufzeit: O(h(x))
Beweis Korrektheit von Search

Beweis durch Induktion iiber h(x):

Basisfall: h(x) = 0 — Blatt v/

Induktionsannahme: die Korrektheit gilt bereits fiir alle induktiv kleineren Teilbdume
h — h+1

k < key(x) — vy, falls er existiert in L(x)

k > key(x) — vy, falls er existiert in R(x)

IA = v

2. Minimum /Minimierung? min(x)
Input: x € T
Output: y € T(x) mit key(y) = min {key(z) : z € T(x)}

if I(x) = L then
return x

else
return min(I(x))

L w [ -

Beweis

Korrektheit folgt aus den BST Eigenschaften
Laufzeit: O(h(x))
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Successor

succ(x)
Input: x € T
Output= y € T key(x) < key(y) A Pz € T: key(x) < key(z) < key(y)

Sei im Folgenden i = min {j : isl(p’(z))}

falls y existiert

sonst

if r(x) # L
return min(r(x))
if r(x) = L
return pt1(x)

Beweis Korrektheit

FU:

(a) 1) # L
BST: y € R(x) — key(x) < key(y)
Beweis durch Widerspruch :
Annahme: 3z € T : key(x) < key(z) < key(y)
i. z € R(x)
z#y
—key(y) < key(z) ¢

ii. x € T(z)
Dann ist per Annahme:
key(x) < key(z)

— x € L(z) Lemma 1

—y € L(z)

— key(y) < key(z) BST-Eigenschaft
7

iii. x ¢ T(z) Az ¢ T(x)
key(x) < key(z)
— 7z € R(a(x,2)) A x € L(a(x,z)) Lemma 2
— v € L(a(x,z))
— key(y)< key(2) 4

(b) r(x) = L
BST : x € L(y) — key(x)<key(y)
Annahme: 3 z : key(x)<key(z) <key(y)

iz e TP (x)\ TP (%) ‘

Dann ist z € L(p?(x)) A x € R(p?(x)) — key(z) < key(x)4
ii. x € T(z)

x ¢ T(z) Nz € T(x)

analog
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7.1.3 Einfiigen und Weglassen

(a)

= w [N =

© oo ~ [=2] ot

10

(Naives) Einfiigen
insert(x,z) fiigt den Knoten z falls noch nicht vorhanden in Baum x ein
Input: x€ T, z = Knoten

Output: T’ mit(eventuell) extra Knoten z,d.h. 3y € T: key(y) = key(z) = T’ =

T

if x = L then root = z
else
if key(z)< key(x) then{
if I(x) = L then {l(x) = z
p(z) = x)
if I(x) # L then insert (I(x),z)}
if key(x) < key(z) then{
if r(x) = L then {r(x) = z
p(z) = x}

else insert(r(x),z)}

Laufzeit: O(h(x))
Problem: worst Case ist eine sortierte Folge ergibt n Knoten und Tiefe n-1

Delete(x)

xeT

Output: T, (y € T" <= y e T Ay # x) A BST (T?)
3 Falle :

i. isLeaf(x) (x hat keinen Sohn)

1 if isRoot(x) then root =1
2 if isl(x) then I(p(x))= L
s if isr(x) then r(p(x))= L

ii. x hat einen Sohn

1 if = (isRoot(x)) then {
2 if r(x) # LA isr(x) {
S )

L P= )

o else {

7 if r(x) # L then {

s p(r(x)) = L

9 root = r(x)

10 }

1 elseif I(x) # L then {
v p((x) = L

13 root = I(x)

u o}

15 }
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(fiir left analog)

iii. r(x)# LA I(x) # L

y = succ(x)

if isl(y) then I(p(y))= L
if isr(y) then r(p(y))= L
iy) = 1(<)

r(y) = r(x)

p(y) = p(x)

if isr(x) then r(p(x)) =y
if isl(x) then I(p(x)) =y

o0 ~ =] wt - w [N -

7.2 Bemerkung
1. L(min(z)) = L

2. su.cc‘(x): s'())llte r(z) # L = succ(x) = min(r(z)) = I(succ(z)) = L (wegen

8 AVL-Biume

Ziel: Wir wollen Baume mit n Knoten und einer Tiefe von O(logn) bei denen search, insert,
delete, und bal (balanciertheit) in O(logn).
Hierfiir definieren wir uns bal wie folgt:

bal(z) = h(l(x)) — h(r(z))

8.1 AVL-Eigenschaft

Ein Bindrbaum erfiillt die AVL-Eigenschaft genau dann, wenn

1. er die Binary-Search-Tree-Eigenschaft erfiillt
2. fiir jeden Knoten z gilt bal(z) € {—1,0,1}

8.2 Ghost-nodes

Allerdings brauchen wir fiir die Definiertheit von bal(x) fiir jedes x einen Sohn. Aus diesem
Grund definieren wir uns zwei Arten von Knoten:

1. implementierungs (reale Knoten) ©

2. ghosts (im Code NUR fiir Analyse) O

Dabei ist wichtig, dass es keinen Informationsfluss von den ghosts zu den realen Knoten gibt.
Somit hat jetzt jeder Implementierungsknoten zwei Séhne.

30



8.3 Lemma 1:

Sei T" ein AVL-Baum, n die Anzahl an Implementierungsknoten und h die Hohe. Dann gilt:
h € O(logn)

Fiir den Beweis brauchen wir noch 2 Hilflemmata.

8.4 Lemma 2:

Die n-te Fibonacci-Zahl lisst sich auch auf die folgende Form bringen:
n /5 2 2

P(n) sei die Aussageform

1 ((1+v5) [1-v5\
o= ((57) - (57))

Induktionsanfang Beweis von P(0)
Esist f(0) =0= \/Lg(l — 1) sodass P(0) richtig ist.
Beweis von P(1)

Esist f(1) =1= J=(V5) =

(%5) sodass P(1) richtig ist.

Sl

Induktionsschluss
Wir beweisen, dass die Induktionsvoraussetzung

Vm < n: P(m)

die Induktionsbehauptung P(n) impliziert.
Es gilt:

fn)=f(n—=1)+ f(n—-2)
- 1 1+\/5 n—1 1_\/5 n—1
V5 2 L2 *

nach Induktionsvoraussetzung.

=l
/
_
ol T
E
~——
L
|
—/
—
ol !
E
~—
L

Wir substituieren:
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Damit gilt:

Distributivitét
Komm., Ass.

Potenzgesetze
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Es gilt weiterhin:

et <1+2\/3)_1+ (1 +2¢5>_2

()
1+v5  \1++5
2 4
115 (Lt v5)?
2 4

+
1+v5  (14+2V5+5)
2 4

1+\/5+(6+2\/5)
2 4

1+v5 23+ v5)

2 2
1+v5 345

2. 2(3 —/5)
1+v5 3+ V5)(3—5)

2 +2(3—\/S)
1++/5 9-5

2 +2(3—\/5)
1++5 4

2 +3—\/5
1++5 2

2(v5—1) +3—\/5
(1+V5)(V5—1) 2
2(¢5—1)+3—¢3

5-1 2
2(\/5—1)+3—\/3

4 2
Vh—1 3-v5

Dies gilt in #hnlicher Weise auch fiir b= + b2

Erweitern

3. binomische Formel

Erweitern

3. binomische Formel
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Damit gilt:
(@™ -1-0"-1) Beweis siehe oben

(a™ —b") Neut. Element

1 " 1— "
(( +2\/5> _< 2\/5> ) Riicksubstitution

Es gilt somit P(n).

8.5 Lemma 3:

Sei T ein AVL-Baum mit der Hohe n und sei gb(7T") die Anzahl der Ghostbldtter von T. Dann
gilt:
gb(T) > F,

Beweis:
Induktion iiber n:

Induktionsanfang h(7)=0 = ¢gb(T)=1>0=F)
MT)=1 = gb(T)=2>1=F

Induktionsschritt Sei (7)) = n. Dann ist im Worst-Case-Szenario (aufgrund der AVL-
Eigenschaft), dass einer der Unterbdume (7”) die Hohe n — 1 und der andere(7”) n — 2 hat.
Somit folgt

v
Gb(T) > (T + g(T") > Fy s+ Fos = F,
Somit gilt die Aussage

Beweis fiir Lemma 1:
Zuerst zeigen wir, dass ein jeder AVL-Baum mit der Hohe h hat mindestens F},,; ghosts.

Induktionsanfang FEin AVL-Baum der Hohe 0 hat einen ghost. Ein AVL-Baum der Hohe 1
hat 2 ghosts. Also: h=0 —= 1> Fy,y, =F;, =1
hzl — 22F2:F1+1:1

Induktionsschritt Sei T ein AVL-Baum der Hohe h. Seien 7T und 7, dessen Unterbaume.
Ohne beschriankung der Allgemeinheit habe nun 7 die Hohe A — 1. Somit folgt aus der AVL-
Eigenschaft, dass h(T3) > h — 2. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass 7} mindestens F},
und 75 mindestens F},_; Blétter hat. Somit folgt, dass 7" mindestens F}, + Fj,_1 = Fj 1 Blétter
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hat.

Die Aussage des Lemmas folgt dann aus:
Sei T ein AVL-Baum und n die Anzahl seiner realen Knoten (und somit n + 1 die Anzahl and
ghosts) und h die Hohe. Die Folgende ungleichung liefert die Aussage:

Lemma3 Lemma?2 h+1 h+1 h+1
et TR TE G () (59)) 2 2 ()

8.6 Insert

Wann immer wir einen Knoten zu einem AVL-Baum hinzufiigen, wird dieser ein Blatt. Da wir
allerdings ghosts an jedem Blatt hdngen haben, wird zuerst ein ghost mit dem neuen Knoten
der Hohe 1 ersetzt und dieser neue Knoten bekommt wieder zwei ghosts. Hiernach kénnte al-
lerdings die AVL-FEigenschaft nicht mehr gelten.

Betrachten wir y als unseren Knoten, den wir in unseren AVL-Baum 7T eingefiigt haben. Offen-
sichtlich kann die AVL-Elgenschaft nur auf dem Weg von der Wurzel zum Knoten y verletzt
worden sein.

Im folgenden betrachten wir die rekursive Funktion res(y) die die AVL-Eigenschaft des Bau-
mes wiederherstellt (Anmerkung: y betietelt im folgenden nicht mehr den eingefiigten Kno-
ten,sondern das Argument auf das res aufgerufen wird.

Wenn y ein linker Sohn von seinem parent x ist, so wurde die Balance von x erhoht. Wenn y
ein rechter Sohn von x ist, so wurde die Balance von x erniedrigt. Sollte durch das einfiigen
von y bal(z) = 0 werden, so sind wir fertig, da die Hohe von 7'(z) sich nicht veréndert hat.
Sollte nun aber bal(x) € —1,1 sein, so wurde die Hohe von 7'(z) um 1 erhoht. In diesem Fall
tiberpriifen wir = (also rufen res(z) auf).

Nur bei bal(z) € —2,2 ist die AVL-Eigenschaft verletzt. Wir betrachten im Folgenden nur —2,
da 2 komplett analog ist.

Wenn nun also bal(x) = —2 ist, so folgt, dass y = r(x) und bal(y) € {—1,1}. Wir fithren eine
Fallunterscheidung;:

bal(y) = —1 1In diesem Fall fithren wir eine ”Linksrotation”durch. Hierfiir sei 7;, der linke
Unterbaum von z, T, der linke Unterbaum von y und 7}, der rechte Unterbaum von y. Wir
"rotieren” jetzt, indem y an die Stelle von x wandert, x = I(y) wird, T}, bleibt der linke Unter-
baum von x, T}, wird der rechte Unterbaum von x und 7}, beibt der rechte Unterbaum von y.
Nach dieser Rotation liegen alle Balancen wieder in —1,0, 1. AuBerdem gilt hA(T'(x)) vor insert
ist die selbe wie h(T'(y)) nach dem insert weshalb es keine weiteren Verletzungen der AVL-
Eigenschaft geben kann und wir somit fertig sind.

bal(y) =1 In diesem Fall miissen wir eine links-doppel-Rotation durchfiihren (quasi eine
rechts-Rotation um y gefolgt von einer links-Rotation um =z, siehe auch 8.6.2). Hierfiir sei
T,; der linke Unterbaum von z, l(y) = z, T}, der rechte Unterbaum von y, 7j, der linke Unter-
baum von z und 7;., der rechte Unterbaum von z. Die links-doppel Rotation ordnet dann den

Baum um, indem z an die Stelle von = wandert, mit [(z) = 2 und r(z) = y wobei L(z) = T},
R(z) =T, L(y) = T,, und R(y) = T,,. Nach dieser Rotation gilt, dass h(z) gleich h(z) vor
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dem insert gilt und wir somit fertig sind.

Somit haben wir in beiden Féllen die AVL-Eigenschaft wieder hergestellt und konnen die
Ausfithrung von res beenden.

8.6.1 Pseudocode fiir Insert-repair

Input: AVL—Baum T, Knoten y
x:= parent(y)
while x # NULL do
if y = left(x) then
bal(x) := bal(x) + 1
else
bal(x) := bal(x) — 1
if bal(x) = 0 then
return
if bal(x) = —2 or bal(x) = 2 then
rotate
return
y := x; x := parent(y)

8.7 Delete

Wenn wir einen Knoten in einem AVL-Baum l6schen kénnen drei verschieden Félle einterten.
Fall 1: Der Knoten ist ein Blatt, wir l6schen den Knoten und setzen an seine Stelle ein ghost.
Fall 2: Der Knoten hat einen Sohn, in diesem Fall 16schen wir den Knoten und schieben seinen
Sohn an die Stelle (iiberbriicken des Knotens)

Fall 3: Der Knoten hat zwei Sohne. Hier 16schen wir dann einfach den Successor und iiberschreiben
den Knoten mit dem Inhalt des geloschten Successor.

Sei also v nun der geléschte Knoten. Wir nehmen an es gébe keine Referenzen auf v aber
parent(v) zeigt noch immer auf den Parent von v vor dem Loschen. Nach dem Loschen rufen
wir die Funktion AVL-delete-repair mit v auf. Generell funktioniert diese &hnlich zu AVL-insert-
repair indem sie auch von v aus zu der Wurzel sich hocharbeitet.

8.7.1 Pseudocode fiir Delete-repair

Input: AVL—Baum T, Knoten v
x:= parent(v)
while x # NULL do
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if v = left(x) then
bal(x) := bal(x) — 1
else
bal(x) := bal(x) + 1
if bal(x) = 1 or bal(x) = —1 then
return
if bal(x) = —2 or bal(x) = 2 then
rotate
v := x; x := parent(v)
Betrachten wir den Fall bal(z) = —2 genauer (der andere Fall ist analog). In diesem Fall ist v

ein linker Sohn von x. Sei y der rechte Sohn von x. Dann haben wir die folgenden drei Falle:

bal(y) = —1 Hier machen wir eine Linksrotation.
bal(y) =0 Auch hier machen wir eine Linksrotation. Anschliefend kann abgebrochen werden.

bal(y) =1 In diesem Fall fithren wir eine doppelte Linksrotation durch.

Beachte: wir konnen nicht returnen nach dem Rotieren, da die Hohe sich durch das Loschen
verandert hat.

Beide Repair-Funktionen gehen iiber einen Pfad der Lange O(logn). Jede Rotation braucht
O(1), da wir eine konstante Zahl an Referenzen verandern.

9 Graph-Algorithmen

Allgemeine Notationen

Notation

Unter einem Graphen G versteht man ein Paar G = (V, E), wobei V der Knotenmenge und
E der Kantenmenge entspricht. Man unterscheidet dabei

e gerichtete Graphen
- ViidR. V=[1:n]

E:EngV,(u,v)eE:@—’@

e ungerichtete Graphen

— V:id.R. V =[1:n] (wie bei gerichteten Graphen)
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Notation

Wir vereinbaren folgende Abkiirzungen fiir verschiedene Algorithmen, die dazu dienen, einen
Graphen zu durchsuchen:

e Dbfs: breadth first search

e dfs: depth first search
Beispiel
Sei M eine Menge. My = {m C M | #m = 2} entspricht der k-elementigen Teilmenge von M.

9.1 Datenstrukturen zur Reprasentation von Graphen

Definition

Unter einer Adjazentmatrix Ag eines Graphen G, G = ([1 : u], E), versteht man eine n x n-
Matrix, fiir die folgende Eigenschaft gilt:

o Agli,jl =1+ (i,j) € E (bzw. bei ungerichteten Graphen: {7, j} C E)

e Agli, j] = 0 sonst

Platz: O(n?)
Beispiel

1. Adjazenzmatrix fiir gerichteten Graphen:

O—O

11
01
00

o O O

2. Adjazenzmatrix fiir ungerichteten Graphen:

A
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)

11
11
10

Bemerkung
Die Adjazenzmatrix eines ungerichteten Graphen ist symmetrisch.
Definition

Gegeben sei ein Graph G = (V, E), wobei v € V. Unter einer Adjazenzliste L(v) versteht
man eine Liste mit Knoten w, wobei (v, w) € E (bzw. bei ungerichteten Graphen {v, w} € E).

Beispiel
Gegeben sei folgender Graph:

®

Adjazenzliste zum Graphen:

—2[ (3]]
—2[ (3]]

1
2

3

9.2 Graph-Suche

Gegeben sei ein Graph G = (V, F). Sei s € V' der Startknoten. Ziel ist die Konstruktion eines
Baumes mit allen von s erreichbaren Knoten, wobei s die Wurzel des Baumes sein wird.

Fragestellung: Existiert ein Pfad von s nach v, wobei v € V', in G7

9.2.1 Breadth-First-Search

Sei (vg, vy, ..., vs) gegeben, wobei fiir alle i, 0 < ¢ < s, (v;,v;41) € E (bzw. bei ungerichteten
Graphen: {v;,v;41} € FE) gilt. Sei d(s,v) die Lange des kiirzesten Pfades von s nach v. Seien
A C V die Menge der Knoten, von denen weiter gesucht wird, und L(v) die Adjazenzliste zu v.
Losung mit bfs: Konstruiert 7' (7" = Menge von Kanten) und findet Knoten a in Reihenfolge
ihrer Distanz d(s, a).

Wir definieren eine Funktion A, fiir die gilt:

e \(v) = 0 falls v noch nicht besucht wurde (v ist new)

e \(v) =1 sonst (v ist old)
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Wir speichen fiir alle v € V' A(v) in einer Liste \.

Initial: 7' =0, Vo € V : A(v) =0
Suchschritt: b-search

Pseudocode:

T =10 // global variable

bsearch(A) {
A =0
forall v € A{
forall u € L(v){
if (A(u) =0){ //if new
A=A U{u}
AMu)=1 //old
T=TU{(u,v)}
}
}
}
return A’
}
bfs(s) {
S() =S
i1=0
As)=1 //old
while S; # ({
Si+1 = bsearch(S;)
i=1+1
}
}
Lemma
S; =A{v | d(s,v) =i}
Beweis

Beweis durch Induktion iiber i.
Induktionsanfang ¢ = 0

d(s,v) =0 = v = s (trivial)

Induktionsschritt i — 7+ 1

NS SfiJri N L(U)
= d(s,u) =i (Induktionsvoraussetzung)

= es existiert ein Pfad von s nach v mit Lénge i, d(s;n) <i+1
Annahme: d(s,v) =j <i+i=d(s,v)=j <i+i

= v € S; (Induktionsvoraussetzung)

= v war beim Aufruf von bsearch(S;) schon bekannt, \(v) = old
=0 ¢S

= Widerspruch!
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9.2.2 Depth-First-Search
Weiterhin gilt:

e A\(v) = 0 falls v noch nicht besucht wurde (v ist new)

e \(v) =1 sonst (v ist old)

Initial: T =0, Vo € V : A(v) =0

Pseudocode:
T =10 // global variable
dfs(v) {
if(A(v) = 0) { // wenn neu
A(v) =1 // setze auf alt
forall w € L(v) { // fuer alle Nachbarn
if (\(v) =0) { // wenn neu
T =T U {(v,u) bzw. {v,u}} // fuege in den Baum ein
dfs(u) // rekursiver Aufruf
}
}
}
Beispiel

Betrache folgenden ungerichteten Graphen:

Struktureigenschaften der dfs-Béaume:

e Tree-Edges —
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e Back-Edges --- (a,b)

<= Jein Pfad von a nach b (in Richtung der Wurzel von den Bléttern)

e Cross-Edges <=

Konnen nur in gerichteten Graphen auftreten und dort auch nur von Knoten, weiter rechts

im Strukturbaum, zu Knoten links im Strukturbaum

10 Potentialmethode

Notation

e (op;): Folge von Rechenoperationen
e ¢;: Kosten von op;
e ¢;: Potenzial nach Operation ¢

e ¢;: Amortisierte Kosten von op;

Definition
Ci=0C + ¢i - i

Frage:
Was sind die Kosten einer Reihe von Operationen?

n

S

i=1
Aus unseren Definitionen folgt:

n n

Z@' = Z(Cz + i — ¢i1)

=1 =1

= Z(Cz) + &0 — o

=1

= Zci = Z(éz) — ¢n + P
i=1 i=1

Beispiel Binédrer Zihler

(k|..[2]1]

Notation

e t;: Lénge des ler Blocks im Zihler (beginnend am LSB)
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Kosten einer Inkrementierung;:

ti falls tz =k
C; =
t;+ 1 sonst

Potentialfunktion:
¢;: Anzahl der Einsen im Zahler (unabhingig der Position)

Beobachtung:
[ i > 0: P = i— - tz + 1
¢ 0 Gi-1
Vorhandene Einsen  Uberschriebener Block
1 ¢i:0:¢z—1:k_tz
= ¢; < Qi —t; +1
=0
Es folgt:

Gi=C+¢i— dina
Sti+l4+¢ir—ti+1—¢ia
=2

Nun konnen wir die Kosten abschétzen:

n

Zci = Z(éz) — ¢n + Po
i=1

i=1
<2n—+k

11 Union-Find I

Notation

e Sei S = {S,...,Sk} ein System disjunkter Mengen

e 1; € S; = Reprisentant von S;
Wird im folgenden als Name der Menge dienen

e S(x) =5, mit x € 5;



Die Mengen werden wir als Bdume reprasentieren. Wobei jede Node einen Pointer auf seinen
Parent besitzt. p(x) soll wie zuvor definiert sein.
Es soll gelten:

x ist Représentant <= p(z) =«

Desweiteren soll r(x), Rang von x, eine obere Schranke fiir die Hohe des Baumes sein.

11.1 Operationen

1. makeSet(x):
Output: Erstellt neue Menge die nur aus x besteht und fiigt sie dem Mengensystem
hinzu. Das Mengensystem muss weiterhin disjunkt bleiben

makeSet(x) {

2 p(x) = x
3 r(x) =0
4 }

2. find(x) naiv:

Output: r; mit = € S(r;)

find(x) { //naiv

2 while p(x) = x {
s x = p(x)
4 }

5 return x

0 }

3. link(x,y):

Output: Hingt den Baum\Node mit dem niedrigeren Rang in den anderen Baum'\Node

1 if (r(x) <r(y)) {
2 p(x) =y

3 }

4 if (r(x) > r(y)) {
5 p(y) = x

6 }

7 if (r(x) = r(y)) {
8 p(x) =y

9 } ry) = r(y) + 1

4. union(x,y):
Output: S\{S(z), S(y)} U {S(z) US(y)}
Vereinigt die Menge S, = S(z), die = enthdlt mit der Menge S, = S(y), die y enthilt
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. link(find(x), find(y))

Lemma

Lemma

11.2 Kosten der Operationen
makeSet(x) = O(1)

find(x) = h(r;) mit x € S; < r(find(x)) < |loga(n)|
Union(x,y) = O(logz(n))

11.3 Path Compression

Nun soll find(x) nicht nur den Représentanten von x finden, sondern auch noch Path Com-
pression betreiben

Vor Ausfiihrung von find(z;)

Nach Ausfiihrung von find(z;)
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Es soll also gelten:

p(ﬂﬁ) = ...

find(z;) mit Path Compression
Output: r; mit z; € S(r;)
Seiteneffekt: p(z1) = --- = p(xy) =1y

= P(xt) = Zo

find(x):
if x 1= p(x) {
} p(x) = find(p(x))

return p(x)

11.4 Korrektheit von find(x)

Beweis

Beweis per Induktion iiber die Tiefe von x

e Induktionsbasis:
Tiefe(x) = 0 = x = p(x)
Damit ist der Basisfall bewiesen

e Induktionsschritt:
t — t+1
ﬁnd(l’t+1)

—> x4y # vy = rekursiver Aufruf von find(z;)

Per Induktionsvorraussetzung ist dieser korrekt und liefert den Output zg

= p(z141) = 2o

Damit ist der Output von find(z.11) o, was zu Zeigen war.

PATH COMPRESSION OHNE REKURSIVER AUFRUF WAHRSCHEINLICH

KLAUSURAUFGABE

11.5 Mathematische Probleme

Um 1900 Hilbert: “Alle mathematischen Probleme sind losbar”

Beweisskizze
Formalisiere:

1. mathematische Aussagen A

2. mathematische Beweise B

46



Zeige: Rechenverfahren

Input: Aussage A

1 falls es 4 Beweis B fiir A
2 falls es § Beweis B fiir A
= evtl. lange Laufzeit.

Output:

Verdacht: Solches Verfahren gibt es nicht (Beweis: spiter Godel).
Formal: V Verfahren V: V' kann es nicht.

= Was ist ein Rechenverfahren?
Erster Ansatz: primitiv rekursive Funktionen (PR) f: N — N.

clx)=c Konstante
[[[(z) =2 Projektion
N(z)=z+1 Nachfolger

f(z) = h(g1(x),,...,9s(x))  Einsetzen
primitiv rekursive Funktion mit einer Rekursionsvariablen:

f(0,2) = g(z)
fn+1,2) = h(n,z, f(n,x))

Beispiele:

e f1(0,2) =2z
fl(n+ 171:) = N(f(n,x))
= hlna) =n-+a

b fZ(Oax) =0
f2(n+ 1,1’) = fl(na fg(’ﬂ,l‘)) =T+ f2(n?x)
= [fa(n,x) = n - 2]

[ ] fg(o,l’) =1
fs(n+1,2)=x- f3(n,z)
= [f?)(nax) = xn]

Vorgénger:



Ackermann: Es gibt berechenbare Funktionen, die nicht PR sind.
Idee: Mit k Anwendungen der P R-Regeln, kann man nur Funktionen mit begrenztem Wachs-
tum erzeugen f : N — N.

Iteration:
f:N—=N

) =2

[ (@) = f(fi(x))

Ao(j) = +1
Ai(j) = 25
As(j) =27

Ap(0)  Ag(1)  Ao(2)

A(0)  Ai(1)  A(2)

A2(0)  As(1)  Ax(2)
= 4;0)

Diagonalisierung wéchst schneller als jede PR - Funktion.

Cormen Leiserson Rivest

Lemma 0
Ubung: monoton auf k und j.

Lemma 1
Ap(j) < Al + 1)
Ai(j)=2j+1
Lemma 2
A(j) =2 +1) — 1
Ag(1) =2
Ay(1) >>10%°  #Atome im bekannten Universum
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Inverse Funktion

a(n) = min{k|Ax(j) > n}

B ow N o~ O

0<n<2

n=3
4<n<7

8§ <n <2047
2048 < n < Ai(n)
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12 Union Find II

makeset(x)

link(z,y)

find(z,y)

union(x,y) = link(find(x), find(y))

n: # makeset Anfangs
m: n+ #union + # find
m': n+ #link + # find
m <m <3m

Satz
Laufzeit von Union Find O(n + m - a(n))

Kosten
O(1) makeset(z) r(x)=0
O(1) link(x,y) r(y) < r(x)
r(y) = r(z)
: ry) +1 r(z) =r(y)
() {r(y) sonst
s find(x)
4

skaliere Einheit der Zeitmessung

Notation

Formeln, die fiir alle ¢ gelten: t weglassen

Statt ®, = > ®;(x) schreiben wir & = 5" ®(z)

Mit U; — U gilt:
Schritte t: opy, ¢i, 1, Ut 1y

Mit Ut+1 — Ut’ gl].t
Schritte t + 1: op}, ¢}, ), 1}, 0}

FOlghCh ist ét+1 = Ct+1 + (I)t+1 — (I)t =d=c + hi! — ®
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Amortisierte Analyse:

12.1 Ranks

Lemma 4

Lemma 5

Lemma 6

Potentialfunktion:

1) Ranks 2) Hilfsfunktionen (level [, iter i) 3) ¢

O(a(n))

BEWEIS IST KLAUSURAUFGABE

BEWEIS IST KLAUSURAUFGABE

z = p(z)

12.2 Hilfsfunktionen

level [

Lemma 21.1

Beweis

l(x) = max{k|Ax(r(x)) < r(p(r))}

r(z) >1:0<lI(z) < aln)
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Aog(r(z)) =r(x)+1 Definition von Ay
< r(p(x)) Lemma 5
r(p(z)) <n Lemma 6

< Aamy(1) Definition von a(n)
< Ay (r(z))  Monotonie von Ay()

iter 4
i) = maz{i| Aj,) (r(z)) < r(p(z))}
Lemma 21.2
r(z) >1:1<i(z) <r(x)
Beweis
Al (r(@)) = Ay (r()) Definition Iteration
< r(p(z)) Definition level 1
r(p(z)) < Aiz)+1(r(z)) Definition level
< A;((;))H(r(x)) Definition A (j)
< Aymy(r(z))  Monotonie von A (j)
Bemerkung
plx) £z Nl(x) =1(z) =i(z) =i(x)
1
r'(z) = r(z)
Potentialfunktion:
() = {a(n) - TT) r=plx)Vrz)=0
(a(n) —l(z)) - r(x) —i(x) sonst
=) o)
Lemma 8

0 < P(z) <a(n)- r(n)

Lemma 9 x # p(z), op: find oder link

1) ®'(z) < &(x)



2) r(x) = LA (U(2) # U(x) Vil(z) #i(z) = @'(z) < O(z) -

Beweis
v #p(a) = r'(z) =r(z)

r(z) =0 = ®(z)=P'(z) =0
r(z) > 1: Falle

1. l(z) =1(x

Subfille: i(z) = i'(z) = ¥'(z) = ®(x)
() <i'(x)+1 = P'(z) < P(x)—1
2. U(z) > 1(x)+1
b(x) — &'(x) = (a(n) — () - r(x)
= (I"(x) = U(=)) - r(x
>1-r(x)+1—r(x
=1

Lemma 10 op;;; makeset, ¢ = O(1)

Beweis

() =0,0 =0, =0(1),d =c +¥ -~ & = ¢ =0O(1),

Lemma 11 op link(x, y), ¢ = O(1) + a(n)
Beweis

OBdA:

y: ®(y) =r(y) - a(n), p'(y) =y = ply)
'(y) € {r(y) - a(n), (r(y)+1) a(n)} < ®(y) +

Lemma 12 op = find,

= O(«a(n)) - Endgegner
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¢ < s (Einheit Zeitmessung)

i #0: @'(x;) < D(x;) (L9.1)
®'(20) = P(w0))r(x0) - v(n)
z,y € {xy,..., xs_1} find path, nicht Wurzel

E(z) Eigenschaft: r(z) > 0A Jy : p(y) # vy, l(y) = l(x)
E(x) gilt moglicherweise nicht fiir:
l.x=xs 1 A7(x)=0
2. x =z
3. Yk € [0, a(n) — 1]: letzter Knoten auf Pfad mit Level k
= < a(n) + 2 viele Knoten.
E(x) gilt fiir s — (a(n) 4 2) viele Knoten.
Behauptung: E(z) = ¥'(z) < &(x) — 1.
Beweis
Sei k = l(z) = U(y).
(a) 7(p(x)) > AL (r(x)) (Definition i(x))
(b) r(p(y)) > Ayr(y) (Def. 1(y))
(c) r(y) = r(p(x)) (L5.(a))

Sei i = i(x)
r(p(y)) = Ax(r(y)) (b)
> Ak (r(p(y))) (¢), Monotonie Ak(...)
> Ak (A% (r(2))) (a), Monotonie
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v (9 (x)) = (o)
=7'(p'(y))
> r(p(y)) L5
> A r(2) (d)
~—~—

Falls k = I'(2) : 7'(p'(z)) > A0 (' (2)) = i(2) 2 i(2) +1 = i(z) £ ()
Falls [ # I'(x): Immer [(x) =1’ ( ) oder i(z) = i'(x) fiir z mit F(x)
' <O — (s — (a(n) +2)). L9: ¥'(x) < O(x) +1
~—_—
<#{z|E(z)}
=+ -P<s—s+an)+2=0(an))

13 Pattern matching

Genom-Entzifferung: DNA-Schnipsel sukzessiv zu DNA durch pattern matching zusammenset-
zen.

Mit z,y € ¥* (z,y sind also Strings / Zeichenketten) und |b| = [, finde erstes i, sodass b = ali :
i+ — 1]. Definiere test(i) = (b = afi : i + [ — 1]) mit den Kosten O(I).

Weiterhin sei x ein Suffix von y, wenn gilt: 32 : y = z o z.

Naiver Algorithmus zum Pattern matching:

for i=1,... m—I+1
test(i)

= Laufzeit O((m —1)-1) = O(ml)
Satz: O(l +m) moglich

13.1 Idee

Sei alk : j] = b[1 : i] und b[1 : f] ein Suffix von b.

b: | 1 1 1+1
b: | 1 || f f+1

Wir testen ob a;+1 = b;41. Falls dies nicht der Fall ist(auch ”failure” genannt) wird getestet ob
brt1 = aji1.
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Definition

Wir definieren die failure-Funktion wie folgt:

fi) = maz({S <i|b[l:S]=0bli —S+1:1i]}) {falls existent
Ve 0 sonst

Die iterierte failure-Funktion ist definiert als:
S =i
) = f(6)

Lemma 1

{o[1: f™(@)] :n>0} ={b[1:S]:b[1:S5]} (Suffix von b[1 : 1))

Dies bedeutet, dass durch Iterieren von f(i) alle Suffixe(a[l : S]) von a[l : i] erreicht werden.

Beweis

Sei b[1 : x] ein Suffix von b[1 : 7.

b 1 1
b: 1 fn—l(x)
b 1 T
b: |1 f(1)

Aus f(i) < i folgt nun:

In: fi) <z < )
Falls =: v
Falls <:
b[1 : z] ist ein Suffix von b[1 : f*7 (i) und f(n) < x
=b[1...f(n)] ist nicht der lingste Suffix von b[1 : f7(4)]
=7
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Berechnung der failure-Funktion f(i) fiir alle i:

f) =0
for j =2tol {
i=f(-1)

/* Schritt 1 (S1) */

while (b; £ b4y and i > 0) {  /* Schritt 2 (S2) */

} i = f(i);

Ifb] #biJrl andi:O{
fG) =0

}

else {
fO)=i+1;

}

}

/* Schritt 3 (S3) */

Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus

13.2 Laufzeit- Analyse

Lemma 1.

i

11+ 1

b2

o + 2

Laufzeit = O(Laufzeit fiir S1 4+ S2 + S3)

T; = {t | Schritt ¢ hat Typ Sj}

Kosten von Schritt ¢:

Ci=1

> -
t

= #1' +#T5 + #13
< N

e Ausfithren von S2 erniedridgt i

2. 2.6

je{1,2,3} teT;

-1

-1

okis gilt fiir jeden Schritt ¢ > 0
oi wird hochstens [ — 2 mal erhéht (S3)

=Laufzeit: O(I)
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Laufzeit-Analyse anhand der Potenzial-Funktion
Gleiche Analyse durchfithren mit ¢ = 1 bzw. ¢ = ¢ nach Schritt ¢t und C; =1

ANALYSE IST WAHRSCHEINLICH KLAUSURAUFGABE

13.3 Pattern matching Algorithmus

a: | 1 j j41
b: | 1 i i+ 1
O f(i)

Der Algorithmus kann ebenfalls als endlicher Automat dargestellt werden.

# bit1
Inputstring: aq, ..., am,
Inputsymbole : 7
Z =A0,....1l} (Zusténde)
0:ZxXN—>7
4+ 1 falls 7 =0; + 1
5(i,7) z—l—' alls 7 +
f (i) sonst

= kann in O(n) Schritten simuliert werden

14 Kolmogorov-Komplexitéit

14.1 Einfiihrung

Sei p ein Decoder fiir die Daten x, y:
p,z,y mit p,x,y € {B*}

Das Problem, welches sich hierbei ergibt, ist, dass die Léngen der einzelnen Komponenten
p, x und y kodiert werden miissen. Um dies zu 16sen wollen wir eine Kodierung finden, welche
z[n —1:0] € B™ als eine sich selbst begrenzende Zahl 2/ € B"™* darstellt.
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Definition

Binéarschreibweise ohne fithrende Nullen:
bin(n) mit n € N

Kodierung:
h(0) = 00
h(1) =11

h(yr, .- ys) = h(y), - h(ys)

Beispiel:
y =110
h(y) = 111100
Definition
Sei x € B™:

2’ = h(bin(|x])0010_x )
———— N
O(logn) n
= |2'| = n + O(log(n))

Wir verwenden eine universelle Programmiersprache L € B*. Wir verwenden hierfiir den MIPS-
Befehlssatz. Da dieser allerdings nur eine feste Registerbreite hat und damit lediglich so méchtig
wie ein endlicher Automat ist, heben wir die Beschrankung der Registerbreite auf und erlauben
beliebig breite Register. Alternativ konnten wir zur Implementierung auch eine Turingmaschine
oder die Sprache C mit range(int) = Ny verwenden.

Notation:
p € L ist ein Programm. Zudem iiberladen wir die bisherige Notation und definieren x € B* als
Input.

(2) {Output von p gestartet mit x  falls p(z) € B* und existiert
p\r) =

1 sonst

Definition

d ist eine Beschreibung von y in L genau dann wenn d = p’xz(Decoder gefolgt von Daten) und
p(xr) =y mit p € L,z € B*.

Definition

K (y) = min({|d| : d beschreibt y})
K (y) wird gesprochen als Kolmogorov-Komplexitdt von y. Wir merken an, dass K keine
berechenbare Funktion ist.
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Beispiel:
p € L mit Input x und Output z. p'z beschreibt « bzw. p(z) = x. Da p’x eine Beschreibung ist
folgt:

Anders ausgedriickt: Wir kodieren einen String durch sich selbst.

Beispiel:
p € L mit Input bin(z) und Output 0,...,0. p'bin(n) beschreibt also 0, ..., 0.
—— ——
= K.(0,...,0) <log(n)+ O(1
L ) < log(n) + O(1)
Bemerkung:

Die konkrete Programmiersprache ist nicht wichtig, da man einen Interpreter konstruieren kann,
welcher eine Sprache A in eine Sprache B {ibersetzt. Die Abweichung wére hierbei nur die Lange
des Interpreters und daher irrelevant, aufgrund der O-Notation. Die Sprachen kénnen dennoch
nicht komplett beliebig gewahlt werden, da die Sprachen méchtig genug sein miissen.

Definition

z € B™ heifit K-zufillig, falls K (x) > |z| = n.

Lemma

Vn:3zeB": Kp(x) >n

Bemerkung:

#{x|K(x) < n} < #{d|d beschreibt ein Element aus L}
< H#B' + #B? + ...+ #B" !
=1+2+...+2"!

=2"-1
<2"
Ebenso gilt:
n—c—1
#{reB": Kp(zv) <n—c} < Z 2!
=0
=2"°—1
< 2n7C
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Lemma 1

Kp(z) < x|+ 0(1)

Lemma 2
Vndz € B" : Kp(x) >n
Lemma 3
K, nicht berechenbar
Beweis

Programm p  Annahme: doch

input: bin(n)
x=0..0¢eB"
while K(z) <n
{x = nextre, (z) € B"}
output: x

Sei x,, = p(bin(n)) total wegen 2
n < Kp(z,) < |pbin(n)| = O(1) + log(n)4

14.2 Bedingte Kolmogorov Komplexitit
Kp(z|z) = min{|p'y| : p € L, PL(z'y) = =}

Beispiel x € B" random

Lemma 2’

Vn,Vydr € B" : K(z|y) > n

‘gegeben 7z’
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Lemma 4

#{r e B": Kp(z|ly) <n—c} <2"°
Beweis
n—c—1 n—c—1
#{reB": Ki(z|ly) <n—c} = Z #B' = Z 2'=2""°—1
i=1 i=1

Komprimierbare Strings sind selten:

z € B"™ durch Miinzwurf

1
P(z) = —
@) = 5
1
ACE P(A) =Y pla) = 54
rewgnis $EA

Lemma 5

1
P{z e B"|Kp(z|ly) <n—c} < o 2" =27¢

Komprimierbare Strings sind unwahrscheinlich

15 Random Routing (Valiant)

15.1 Einfiihrung

Graph G : (V, E) ungerichtet

m: V=V

Vv € V : 1. Nachricht von v nach 7(v) senden

1. Schritt: iiber jede Kante < 1 Nachricht schicken

Netzwerk: M-Cube

On = (Bny En)
{u,b} e E=Ji:a; #; mit u,b € B"
i = dim({a, b})



15.2 Satz(Valiant)

Geht (probabilistisch) mir grofier Wahrscheinlichkeit in Zeit O(n) = O(log(N))
#Knoten= #B" =2" = N
Idee 1: Wiirfle p : B — B" p(0...0)..p(1...1) € B™*"

— —
n n
~

Phase 1: i

p(v) Zwischenziel von Paket von Knoten v

sende Paket von v nach p(v)

iber Pfad v — ... = p(v) v —=* p(v)
dy < ... <dg Dimensionen aufsteigend
s<n

Phase 2:
Vv sende paket von v nach p(v) nach 7(v)
Zeige fiir ¢ € {1,2} Stau in Phase unwahrscheinlich

Idee 2: Stau = R komprimierbar = p unwahrscheinlich
Stau:

v —

v € B" col(v) < 3 Kante e(v), die von
n —* p(n) und v —* p(v) benutzt wird mit e(v) Kollisionskante
dim(e(v)) = dim(v) Kollisionsdimension

Sei C'=>"¢; #Kollisionsknoten
¢; = #{v|col(v) A dim(v) = i}
¢ —c; gerade ¢ >c¢—1

hochstens n Kanten, Routen entfernen, alle ¢! gerade, von R gegen dim

A:
LLp(n) extra: n fiir LL
—2n—
B:
: c
.| 0...0 0 tra: = = -
|...] |...] exraz2+ 5 +n
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C:

Kollisionsknoten v; ... v« nach dim(v) ordnen, ¢ in dim ¢

p(v1) p(v;) p(Ver) gespart c*
ohne dim(v;) ohne dim(v;) ohne dim(v.+)
D:
Restliche Start-Knoten
V] ... Von_pr_q ohnen, v;
p(v1) ... p(van—c=—1) +0
“—n— “—n—

*

|ABCD| =n2" +2n+ < — ¢

2
:n2"+2n—% <n2" +2n — c—n
om ¢
ABCD|=n2"+ — — =
¢
K(p) <n2"+ = — - +0(1)
2 2
Lemma 5
. . In
P({p|linp < ¢ Kollisionen}) ¢ = >
1 1
< 9—2n+0(1) _ 90(1) —9001) _—_
= (2)2 N2

Betrachte statt K (p|dim(n))
K (p| decodierer’ dim(n)) — O(1) unnotig

Phase 2: Riickweg
u Zielknoten

O(u) Origin



Ordne immer nach Zielknoten K (p|decoder’ lin(n)'r)
O(s) =0(v) =* v = 7(s) ergibt p
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